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Chapitre 1

Éléments propres et polynômes
d’endomorphismes

1.1 Sous espaces stables

Définition 1.1.

Soit E un espace vectoriel, u ∈L (E) et F un sous espace vectoriel de E.

1. On dit que F est stable par u si u(F ) ⊆ F i.e pour tout x ∈ F , u(x) ∈
F .

2. Si F est stable par u, on appelle endomorphisme induit par u sur
F , l’endomorphisme de F noté uF qui à tout x associe u(x).

Exemples :

1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Proposition 1.2.

Soient E1, . . . ,Er des sous-espaces vectoriels de E et u un endomorphisme
de E.
Si E1, . . . ,Er sont stables par u, alors :

1. Le sous espace vectoriel
r⋂

i=1
Ei est stable par u.

2. Le sous espace vectoriel
r∑

i=1
Ei est stable par u. En particulier, si les

sous espaces vectoriels sont en somme directe, le sous espace vecto-
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1.1 Sous espaces stables

riel
r⊕

i=1
Ei est stable par u.

Démonstration :

1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Théorème 1.3.

Soit E un espace vectoriel et u, v ∈L (E) . Si u et v commutent, alors Im v
et ker v sont stables par u.

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Remarque : Soit u ∈ L (E). Puisque u commute avec lui même, les sous espaces
vectoriels keru et Imu sont stables par u.

Proposition 1.4.

Soit E un espace vectoriel et u ∈ L (E). Soit F un sous espace vectoriel de
E et (e1, . . . ,ep ) une famille génératrice de F . Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. F est stable par u,

2. Pour tout 1 ≤ i ≤ p, u(ei ) ∈ F .

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Proposition 1.5.

Soient E un espace vectoriel de dimension n, F un sous-espace vectoriel
de E de dimension p et u un endomorphisme de E. Alors F est stable par
u si, et seulement si, la matrice de u dans toute base adaptée à F est de la

forme

(
A B
0 D

)
où A ∈Mp (K).

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Remarque : La matrice A représente la matrice de l’endomorphisme uF dans la
base (e1, . . . ,ep ).
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CHAPITRE 1 : Éléments propres et polynômes d’endomorphismes

1.2 Polynômes d’endomorphismes

Soit E un espace vectoriel et u un endomorphisme de E . On note u0 = IdE

un = u ◦ . . .◦u︸ ︷︷ ︸
n fois

si n ≥ 1

Ainsi pour n ≥ 1, un = un−1 ◦u = u ◦un−1.

Définition 2.1.

Soit u ∈ L (E) et P =
n∑

k=0
ak X k ∈ K[X ]. L’endomorphisme P (u) est défini

par ;

P (u) :=
n∑

k=0
ak uk = a0IdE +a1u + . . .+anun

Remarque : Si P = c est un polynôme contant, alors P (u) = c IdE .

Proposition 2.2.

Soit u ∈ L (E). L’application ϕ : K[X ] → L (E) définie par ϕ(P ) = P (u)
est un morphisme d’algèbres c’est-à-dire linéaire, ϕ(PQ) = P (u)◦Q(u) et
ϕ(1) = IdE .

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Version matricielle : Soit M ∈Mn(K) et P =
m∑

k=0
ak X k ∈K[X ]. On note par P (M) la

matrice

P (M) :=
m∑

k=0
ak M k = a0Ip +a1M + . . .+am M m

L’application Ψ : K[X ] → Mn(K) définie par Ψ(P ) = P (M) est un morphisme d’al-
gèbres c’est-à-dire linéaire,Ψ(PQ) =Ψ(P )Ψ(Q) etΨ(1) = In .

Définition 2.3.

Soit P ∈K[X ].

1. Soit u ∈ L (E) . On dit que P est un polynôme annulateur de u si
P (u) = 0.

2. Soit M ∈ Mn(K). On dit que P est un polynôme annulateur de M
si P (M) = 0.
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1.3 Polynôme minimal

Exemple : Si u est un projecteur de E , . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Proposition 2.4.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, B une base de E et u ∈
L (E), notons M =MB(u). Pour tout polynôme P ∈K[X ], on a

MB(P (u)) = P (M)

Ainsi, un polynôme P est annulateur de u si, et seulement si, P est annu-
lateur de M.

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1.3 Polynôme minimal

Théorème et définition 3.1.

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Soit u ∈L (E) (respectivement
M ∈ Mn(K)). Il existe un unique polynôme annulateur de u (respective-
ment de M) de degré minimum et unitaire appelé polynôme minimal de
u (respectivement de M) . On le note πu (respectivement πM ).

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Exemple :

1. πIn = X −1.

2. Soit M =
(
0 1
0 0

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Proposition 3.2.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u ∈L (E). Si P est un po-
lynôme annulateur de u, alors πu divise P.

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Remarque : On a la version matricielle suivante : Si P est un polynôme annulateur
d’une matrice M ∈Mn(K), alors πM divise P .

Théorème 3.3.

Soit E un espace vectoriel de dimension n, B une base de E et u ∈ L (E).
Soit A =MB(u) la matrice de u dans la base B. Alors πu =πA .
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CHAPITRE 1 : Éléments propres et polynômes d’endomorphismes

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1.4 Décomposition des noyaux

Théorème 4.1. (Lemme des noyaux)

Soit u ∈L (E) et P,Q ∈K[X ] tels que P ∧Q = 1. Alors

ker((PQ)(u)) = ker(P (u))
⊕

ker(Q(u)).

De plus, la projection de ker((PQ)(u)) sur ker(P (u)) et parallèlement au
ker(Q(u)) est un polynôme en u.

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Corollaire 4.2. (Lemme des noyaux généralisé)

Soit u ∈ L (E) et P1, . . . ,Pr des polynômes de K[X ] deux à deux premiers
entre eux et P = P1 . . .Pr . Alors

ker(P (u)) =
r⊕

i=1
ker(Pi (u)).

De plus, la projection de ker(P (u)) sur ker(P j (u)) et parallèlement à la

somme
r⊕

i=1,i 6= j
ker(Pi (u)) est un polynôme en u.

Démonstration : Par récurrence sur r .

Exemple : Soit E un espace vectoriel et s une symétrie de E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Remarque : Un cas particulier : Si λ1, . . . ,λr ∈K sont deux à deux distincts et P =∏r
i=1(X −λi ), alors

kerP (u) =
r⊕

i=1
ker(u −λi IdE )

Corollaire 4.3.

Soit u ∈ L (E) et P1, . . . ,Pr des polynômes de K[X ] deux à deux premiers
entre eux et P = P1 . . .Pr . Si P est un polynôme annulateur de u, alors

E =
r⊕

i=1
ker(Pi (u)).

Démonstration : Il suffit de remarquer que ker(P (u)) = E .
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1.5 Éléments propres d’un endomorphisme, d’une matrice carrée

1.5 Éléments propres d’un endomorphisme, d’une ma-
trice carrée

Définition 5.1.

Soit u ∈L (E) et λ ∈K.

1. On dit que λ est une valeur propre de u, s’il existe un
vecteur non nul x de E tel que u(x) =λx.

2. Siλ est une valeur propre de u, tout vecteur x ∈ E \{0} tel que u(x) =
λx est appelé vecteur propre associé à la valeur propre λ.

3. L’ensemble des valeurs propres de u est appelé le spectre de u et se
note sp(u) ou spec(u).

Exemple : Soit u l’endomorphisme de R2 défini par u(x, y) = (x + y, x + y). On a . .

Proposition 5.2.

Soit u ∈L (E) et λ ∈K. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. λ est une valeur propre de u,

2. L’endomorphisme u −λ IdE n’est pas injectif.

3. ker(u −λ IdE ) 6= {0}.

Si de plus E est de dimension finie, les assertions précédentes sont équiva-
lentes à u −λ IdE n’est pas un isomorphisme.

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Remarque : Soit u ∈L (E). Alors 0 ∈ sp(u) si, et seulement si, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Si de plus E est de dimension finie, alors 0 ∈ sp(u) si, et seulement si, . . . . . . . . . . . . . . .

Définition 5.3. (Sous espace propre)

Soit u ∈L (E) et λ une valeur propre de u. Le sous espace propre associé à
la valeur propre λ est le sous espace vectoriel noté Eλ(u), défini par

Eλ(u) := ker(u −λIdE ) = {x ∈ E / u(x) =λx}.

Exemple : On considère l’endomorphisme de R2 défini apr f (x, y) = (x + y, x +
y). On a 2 ∈ sp(u), et E2(u) = {(x, y) ∈ R2/u(x, y) = 2(x, y)} = {(x, y) ∈ R2/x = y} =
Vect((1,1))
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CHAPITRE 1 : Éléments propres et polynômes d’endomorphismes

Remarques : Si λ est une valeur propre de u, alors :

1. Le sous espace propre Eλ(u) est formé de tous les vecteurs propres associés à
la valeur propre λ et du vecteur nul.

2. dim(Eλ(u)) ≥ 1, en d’autres termes Eλ(u) est un sous espace vectoriel non
nul.

3. Le vecteur nul n’est jamais un vecteur propre (c’est par définition).

Théorème 5.4. ( Somme de sous espaces propres)

Soit u ∈L (u), soient λ1, . . . ,λr des valeurs propres deux à deux distinctes
de u (r ≥ 2). Alors les sous espaces propres Eλ1 (u), . . . ,Eλr (u) sont en
somme directe c’est-à-dire

r∑
i=1

Eλi (u) =
r⊕

i=1
Eλr (u)

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Remarque : Un cas particulier (r = 2) : Siλ etµ sont deux valeurs propres distinctes
de u, alors

Eλ(u)∩Eµ(u) = {0}

Corollaire 5.5.

Soit u ∈ L (E). Si e1, . . . ,er sont des vecteurs propres de u associés à des
valeurs propres deux à deux distinctes, alors la famille (e1, . . . ,er ) est libre.

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Corollaire 5.6.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et u un endomorphisme
de E. L’endomorphisme u admet au plus n valeurs propres deux à deux
distinctes.

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Éléments propres d’une matrice carrée :

Définition 5.7.

Soit M ∈Mn(K) et λ ∈K.

1. On dit que λ est une valeur propre de M, s’il existe un
vecteur colonne non nul X ∈Mn,1(K) tel que M X =λX .
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1.5 Éléments propres d’un endomorphisme, d’une matrice carrée

2. Si λ est une valeur propre de M, tout vecteur X ∈ Mn,1(K) \ {0} tel
que M X = λX est appelé vecteur propre associé à la valeur propre
λ.

3. L’ensemble des valeurs propres de M est appelé le spectre de M et se
note sp(M) ou spec(M).

4. Soit λ une valeur propre de M, le sous espace propre associé à la
valeur propre λ, noté Eλ(M) est le sous espace vectoriel Eλ(M) =
ker(M −λIn) = {X ∈Mn,1(K) / M X =λX }.

Proposition 5.8.

Soit M ∈Mn(K) et λ ∈K. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. λ est une valeur propre de M,

2. A−λIn n’est pas inversible,

3. det(M −λIn) = 0.

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Remarque : La proposition précédente, donne une méthode pratique pour trou-
ver les valeurs propres d’une matrice, a savoir ; λ est une valeur propre de M si, et
seulement si, λ est une solution de l’équation det(M −λIn) = 0.
Le théorème suivant donne un lien entre les éléments propres d’un endomorphisme
et ceux de sa matrice dans une base fixée.

Théorème 5.9.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et B une base de E. Soient
u ∈L (E) et M =MB(u). Alors

1. Sp(u) = Sp(M).

2. Soit λ ∈ Sp(u)(= Sp(M)) , x ∈ E et X = MB(x). Alors x est un vec-
teur propre de u associé à la valeur propre λ si, et seulement si, X
est un vecteur propre de M associé à la même valeur propre λ.

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Proposition 5.10.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u ∈ L (E). Soit λ ∈ sp(u),
x ∈ Eλ(u) et P ∈K[X ]. Alors P (u)(x) = P (λ)x, en particulier P (λ) est une
valeur propre de P (u).
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CHAPITRE 1 : Éléments propres et polynômes d’endomorphismes

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Remarque : La version matricielle du résultat précédent ; si M ∈Mn(K), X un vec-
teur propre de M associé à la valeur propre λ et P ∈K[X ]. Alors P (M)X = P (λ)X .

Corollaire 5.11.

Soit E un espace vectoriel, u ∈ L (E) et P ∈ K[X ]. Si P est un polynôme
annulateur de u, alors toute valeur propre de u est une racine de P. En
d’autres termes

sp(u) ⊆ { les racines de P }

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Remarque : Si P est un polynôme annulateur de u, il se peut que l’une des racines
de P ne soit pas une valeur propre de u, comme le montre l’exemple suivant : u = IdE

et P = X (X−1). Clairement P est annulateur de u. Mais 0 est une racine de P qui n’est
pas une valeur propre de u.

Corollaire 5.12.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u ∈ L (E) un endomor-
phisme nilpotent. Alors sp(u) = {0}.

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1.6 Polynôme caractéristique d’un endomorphisme, d’une
matrice

Définition 6.1.

Soit M ∈ Mn(K). Le polynôme caractéristique de M est le polynôme noté
χM à coefficients dansK défini par : χM (X ) := det(M −X In).

Exemples :

1. Le polynôme caractéristique de l’identité : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2. Soit M la matrice M =
(

a b
c d

)
∈M2(K). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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1.6 Polynôme caractéristique d’un endomorphisme, d’une matrice

Définition 6.2.

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u ∈ L (E). Le polynôme ca-
ractéristique de u noté χu est le polynôme caractéristique des d’une de
ses matrices dans une base de E (ce polynôme ne dépend pas du choix de
cette base). Ainsi, si M est la matrice de u dans une base B de E, on a par
définition χu =χM .

Remarque : (Pour la justification de la définition précédente)
Soit E un espace vectoriel de dimension n, u ∈ L (E), B et B′ deux bases de E .
Notons M (respectivement M ′) la matrice de u dans la base B (respectivement B′).
Par la formule de changement de bases, il existe une matrice inversible P ∈ Mn(K)
tel que

M = P M ′P−1

On vérifie facilement que M −X In = P (M ′−X In)P−1, on a donc

χM = det(M −X In) = det(P (M ′−X In)P−1) = det(M ′−X In) =χM ′

Ce qui donne la consistance à la définition précédente.

Proposition 6.3.

Soit M ∈Mn(K).

1. χM est un polynôme de degré n et de coefficient dominant (−1)n .

2. Le coefficient de X n−1 de χM est (−1)n−1 tr(M).

3. Le terme constant est det(M)

Remarque : On peut résumer la proposition précédente dans la formule suivante :
Pour toute matrice M ∈Mn(K) on a :

χM (X ) = (−1)n X n + (−1)n−1 tr(M)X n−1 + . . .+det(M)

Théorème 6.4.

1. Soit M ∈ Mn(K). Les valeurs propres de M sont les racines de χM

dansK.

2. Soit E un espace vectoriel de dimension n et u ∈L (E). Les valeurs
propres de u sont les racines de χu dansK.

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Remarque : (Cas d’une matrice triangulaire) : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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CHAPITRE 1 : Éléments propres et polynômes d’endomorphismes

Proposition 6.5.

1. Soit M ∈Mn(K). Alors M possède au plus n valeurs propres deux à
deux distinctes.

2. Soit u ∈L (E) où E est un espace vectoriel de dimension n. Alors u
possède au plus n valeurs propres deux à deux distinctes.

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Proposition 6.6.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, u ∈ L (E) et F un sous es-
pace vectoriel de E stable par u.

1. χuF divise χu .

2. Si G est un supplémentaire de F dans E (i.e E = F ⊕G) et stable par
u, alors χu =χuFχuG .

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Définition 6.7.

On appelle ordre de multiplicité d’une valeur propre λ (d’un endomor-
phisme ou matrice), et on note mλ, son ordre de multiplicité en tant que
racine du polynôme caractéristique.

Remarque : Par définition de mλ, on a mλ = max{k ∈N/ (X −λ)k divise χu}. Ainsi,
un entier k ≤ mλ si, et seulement si, (X −λ)k divise χu .

Théorème 6.8.

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u ∈ L (E). Soit λ une valeur
propre de u et mλ son ordre de multiplicité. Alors

1 ≤ dim(Eλ(u)) ≤ mλ

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1.7 Theorème de Cayley-Hamilton
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1.8 Sous espaces caractéristiques

Théorème 7.1. (Théorème de Cayley-Hamilton)

1. Soit E un espace vectoriel de dimension n et u ∈ L (E). Alors
χu(u) = 0.

2. Soit M ∈Mn(K). Alors χM (M) = 0

En d’autres termes, le polynôme caractéristique de u (respectivement de
M) annule u (respectivement M).

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Corollaire 7.2.

1. Soit E un espace vectoriel de dimension n et u ∈ L (E). Alors πu

divise χu .

2. Soit M ∈Mn(K). Alors πM divise χM .

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Exemple : Soit A ∈M2(K) une matrice carrée d’ordre 2. On sait que . . . . . . . . . . . . . . .

Proposition 7.3.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, u ∈ L (E) et λ ∈ K. Alors
λ est une valeur propre de u si, et seulement si, λ est une racine de πu .
En d’autres termes, les valeurs propres de u sont les racines du polynômes
minimal πu .

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1.8 Sous espaces caractéristiques

Définition 8.1.

Soit E un espace vectoriel de dimension n, u ∈ L (E) et λ une valeur
propre de u de multiplicité mλ. On appelle sous espace caractéristique
de u associé à la valeur propre λ qu’on note Nλ(u), le sous espace vectoriel

Nλ(u) := ker((u −λIdE )mλ )

Remarques :

1. Nλ(u) est stable par u car les deux endomorphismes u et (u −λ IdE )mλ com-
mutent.
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CHAPITRE 1 : Éléments propres et polynômes d’endomorphismes

2. Eλ(u) ⊆ Nλ(u).

Le lemme des noyaux donne le corollaire suivant :

Corollaire 8.2.

Les sous espaces caractéristiques associés à des valeurs propres deux à
deux distinctes sont en somme directe.

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
En combinant le lemme des noyaux avec le théorème de Cayley-Hamilton, on ob-
tient le corollaire suivant :

Corollaire 8.3.

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u ∈ L (E). Si le polynôme
caractéristique de u est scindé, alors

E = ⊕
λ∈Sp(u)

Nλ(u)

De plus la projection de E sur chaque sous espace caractéristique Nλ(u)
et parallèlement au autres sous espaces caractéristiques est un polynôme
en u.

Démonstration : Immédiate.

Théorème 8.4. (poly. cara. d’un endo. nilpotent)

Soit E un K espace vectoriel de dimension n et u ∈ L (E) un endomor-
phisme nilpotent. Alors

χu = (−1)n X n

Démonstration : Montrons le résultat par récurrence sur dimE = n ≥ 1. . . . . . . . . . . .
La propriété est ainsi prouvée par récurrence.

Théorème 8.5.

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u ∈ L (E). Soit λ une valeur
propre de u.

1. dim(Nλ(u)) = mλ.

2. Soit uλ l’endomorphisme induit par u dans Nλ(u). Alors

χuλ = (−1)mλ (X −λ)mλ

Démonstration : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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