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Chapitre 1

Eléments propres et polynomes
d’endomorphismes

1.1 Sous espaces stables

,—| Définition 1.1. }

Soit E un espace vectoriel, u € £ (E) et F un sous espace vectoriel de E.

1. Ondit queF est stable par u si u(F) < F i.e pour toutx € F, u(x) €
F.

2. Si F est stable par u, on appelle endomorphisme induit par u sur
F, I'endomorphisme de F noté ur qui a tout x associe u(x).

[Proposition 1.2.]

Soient Ey, ..., E, des sous-espaces vectoriels de E et u un endomorphisme
deE.
Si Ey,..., E; sont stables par u, alors :

;
1. Le sous espace vectoriel [ | E; est stable par u.
i=1
r
2. Le sous espace vectoriel Z E; est stable par u. En particulier, si les
i=1
sous espaces vectoriels sont en somme directe, le sous espace vecto-



1.1 Sous espaces stables

,
riel @ E; est stable par u.
i=1

Démonstration :

Théoréme 1.3.

Soit E un espace vectoriel et u,v € Z(E) . Si u et v commutent, alorsImv
etker v sont stables par u.
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Remarque : Soit u € Z(E). Puisque u commute avec lui méme, les sous espaces
vectoriels ker u et Im u sont stables par u.

[Proposition 1.4.]

Soit E un espace vectoriel et u € £ (E). Soit F un sous espace vectoriel de
E et (ey,..., ep) une famille génératrice de F. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. F eststable par u,

2. Pourtoutl<i<p,u(e;)eF.

I 15313 T0) 4 11 i L (1) 1 S

[Proposition 1.5.]

Soient E un espace vectoriel de dimension n, F un sous-espace vectoriel
de E de dimension p et u un endomorphisme de E. Alors F est stable par
u si, et seulement si, la matrice de u dans toute base adaptée a F est de la

A B) .
forme(o D)ouAEMp(K).

I 15300 0] 4 151 0 - L L0 4 S

Remarque : La matrice A représente la matrice de I'endomorphisme ur dans la
base (ey,...,ep).
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CHAPITRE 1 : Eléments propres et polynémes d’endomorphismes

1.2 Polynomes d’endomorphismes

Soit E un espace vectoriel et # un endomorphisme de E. On note

W = Idg
u"™ = wuo..ousinz=l
—_——
n fois
Ainsipourn=1, u" = u"lou=uou"'.

,—{ Définition 2.1.

n
Soitue L(E) etP = Z apX* e K[X]. Lendomorphisme P(u) est défini
k=0
par;
n
Pw:=)_ aru® = apldp+ ayu+...+ apu”
k=0

Remarque: Si P = c estun polynéme contant, alors P(«) = cIdg.

[Proposition 2.2.)

Soit u € ZL(E). Lapplication ¢ : K[X] — £(E) définie par ¢(P) = P(u)
est un morphisme d’algebres c'est-a-dire linéaire, (PQ) = P(u) o Q(u) et
(1) =1dg.

DEMONS At ON : ... s

m

Version matricielle: Soit M € 4, (K) et P = Z apX* € K[X]. On note par P(M) la
k=0

matrice

m
P(M):= Y axM* = agl,+ M + ...+ @ M™
k=0

Lapplication ¥ : K[X] — .4, (IK) définie par ¥(P) = P(M) est un morphisme d’al-
gebres c’est-a-dire linéaire, ¥ (PQ) = Y (P)¥Y(Q) et ¥ (1) = I,;.

,—{ Définition 2.3. 3

Soit P e K[X].
1. Soit u € £(E) . On dit que P est un polynéme annulateur de u si
P(u) =0.
2. Soit M € A,(K). On dit que P est un polynéme annulateur de M
siP(M) =0.
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1.3 Polyn6me minimal

Exemple: SiuestunprojecteurderE,..........ovveiuiiiiuniiiineeiiniiiiinaiinaaenn.

[Proposition 2.4.J

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, 28 une base de E et u €
Z(E), notons M = Mz (u). Pour tout polynéme P € K[X], on a

Mg (P(w)) =P(M)

Ainsi, un polynéme P est annulateur de u si, et seulement si, P est annu-
lateur de M.

I 15303 T0) 4 11 - L (o) 4 S

1.3 Polyné6me minimal

Théoréme et définition 3. 1.}

Soit E un espace vectoriel de dimension n. Soit u € £ (E) (respectivement
M € 4, (K)). Il existe un unique polynéme annulateur de u (respective-
ment de M) de degré minimum et unitaire appelé polynoéme minimal de
u (respectivement de M) . On le note i, (respectivement 1 y;).

I 15300 0] 4 151 0 - Ui L0 4
Exemple :
1 7y, =X-1.

2. Soit M = ( 1). ...............................................................

[Proposition 3.2.J

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u € £ (E). Si P est un po-
lynéme annulateur de u, alors i, divise P.

I 15300 0] 4 11 - L L0 4

Remarque: On alaversion matricielle suivante : Si P est un polynéme annulateur
d’'une matrice M € .4, (K), alors 7 divise P.

Théoréeme 3.3.

Soit E un espace vectoriel de dimension n, 28 une base de E et u € £(E).
Soit A= Mz (u) la matrice de u dans la base 9B. Alors m,, = T 4.
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CHAPITRE 1 : Eléments propres et polynémes d’endomorphismes
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1.4 Décomposition des noyaux

,—(Théoréme 4.1. (Lemme des noyaux)}

Soitue L(E) et BQeK[X] telsque P AQ = 1. Alors
ker((PQ)(w) = ker(P(u)) Pker(Q(w)).

De plus, la projection de ker((PQ)(u)) surker(P(w)) et parallelement au
ker(Q(w)) est un polynéme en u.

DEMONS raAtiON t ... . i s

[Corollaire 4.2. (Lemme des noyaux généralisé)]

Soitu e £(E) et Py,..., P, des polynémes de K[ X] deux a deux premiers
entreeuxetP =P;...P;. Alors

;
ker(P(u)) = P ker(P; (w)).
i=1
De plus, la projection de ker(P(u)) sur ker(P;(u)) et parallelement a la
r

somme @ ker(P;(u)) est un polynéme en u.
i=1,i#]

Démonstration : Par récurrence sur r.
Exemple: Soit E un espace vectoriel et s une symétriede E. .......................

Remarque : Un cas particulier : Si 11,...,1, € K sont deux a deux distincts et P =
[T, (X =A), alors

.
ker P(u) = @Pker(u— A;1dg)
i=1

Corollaire 4.3.

Soit ue £(E) et Py, ..., P, des polynomes de K[X] deux a deux premiers
entre eux et P = Py ... P;. Si P est un polynéme annulateur de u, alors

E = Pker(P; (w)).

i=1
Démonstration : 1l suffit de remarquer que ker(P(u)) = E.
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1.5 Eléments propres d'un endomorphisme, d’'une matrice carrée

1.5 Eléments propres d'un endomorphisme, d’'une ma-
trice carrée

,—| Définition 5.1.

Soitue L(E) et AeK.

1. On dit que A est une valeur propre de u, s’il existe un
vecteur non nul x de E tel que u(x) = Ax.

2. Sil estunevaleur propre de u, tout vecteur x € E\{0} tel que u(x) =
AXx est appelé vecteur propre associé a la valeur propre A.

3. Lensemble des valeurs propres de u est appelé le spectre de u et se
note sp(u) ou spec(u).

Exemple: Soit u'endomorphisme de R? défini par u(x,y) = (x+y,x+y).0Ona ..

[Proposition 5.2.]

Soitue L(E) et A e K. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. A est une valeur propre de u,
2. Lendomorphisme u— AIdg n'est pas injectif.
3. ker(u—Aldg) #{0}.

Si de plus E est de dimension finie, les assertions précédentes sont équiva-
lentes a u— AIdg n'est pas un isomorphisme.

I 15300 0] 4 151 0 i Ui L0 4 S

Remarque: Soit u € Z(E). Alors 0 € sp(u) si, et seulementsi, ......................
Si de plus E est de dimension finie, alors 0 € sp(u) si, et seulementsi, ...............

Définition 5.3. (Sous espace propre)}

Soit u € L (E) et A une valeur propre de u. Le sous espace propre associé a
la valeur propre A est le sous espace vectoriel noté E, (u), défini par

Ej(u):=ker(u—Aldg) ={x€ E /| u(x)=Ax}.

Exemple : On considére I'endomorphisme de R? défini apr f(x,y) = (x+y,x +
). On a 2 € sp(u), et E»(u) = {(x,y) € R?/u(x,y) = 2(x, )} = {(x,y) e R®/x = y} =
Vect((1,1))
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CHAPITRE 1 : Eléments propres et polynémes d’endomorphismes

Remarques: Si A est une valeur propre de u, alors :

1. Le sous espace propre Ej (u) est formé de tous les vecteurs propres associés a
la valeur propre A et du vecteur nul.

2. dim(Ey(u)) = 1, en d’autres termes E, (u) est un sous espace vectoriel non
nul.

3. Le vecteur nul n’est jamais un vecteur propre (c’est par définition).

,—(Théoréme 5.4. (Somme de sous espaces propres)} N

Soitu € £(u), soient Ay, ..., A, des valeurs propres deux a deux distinctes
de u (r =z 2). Alors les sous espaces propres Ej, (u),...,Ey, (u) sont en
somme directe c’est-a-dire

r r
Y Eyw)=@E, ()
i=1 i=1

. J

DEMONS At ON : ... e e

Remarque: Un cas particulier (r =2):Si A et usont deux valeurs propres distinctes
de u, alors
Ey(w)nE,(u) =10}

Corollaire 5.5.

Soit u € L(E). Si ey, ..., e, sont des vecteurs propres de u associés a des
valeurs propres deux d deux distinctes, alors la famille (ey, ..., e;) est libre.

DEMONS raAtiON ¢ ... . . i e e,

Corollaire 5.6.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et u un endomorphisme
de E. Lendomorphisme u admet au plus n valeurs propres deux a deux
distinctes.

DEMONS raAtiON t ... ... s

Fléments propres d’'une matrice carrée :

Définition 5.7.

Soit M € M, (K) et A € K.

1. On dit que A est une valeur propre de M, s’il existe un
vecteur colonne non nul X € 4, (K) tel que MX = 1X.
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1.5 Eléments propres d'un endomorphisme, d’'une matrice carrée

2. Si A est une valeur propre de M, tout vecteur X € My (K) \ {0} tel
que M X = AX est appelé vecteur propre associé a la valeur propre
A.

3. Lensemble des valeurs propres de M est appelé le spectre de M et se
note sp(M) ou spec(M).
4. Soit A une valeur propre de M, le sous espace propre associé a la

valeur propre A, noté E)(M) est le sous espace vectoriel Ey(M) =
ker(M - AI,) ={X €M1 (K) | MX =1X}.

[Proposition 5.8.]

Soit M € M, (K) et A € K. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. A est une valeur propre de M,
2. A- LI, nlest pas inversible,
3. det(M - AI,) =0.

I 15300 0] 4 151 0 = L8 L0 4

Remarque : La proposition précédente, donne une méthode pratique pour trou-
ver les valeurs propres d’'une matrice, a savoir; A est une valeur propre de M si, et
seulement si, A est une solution de I'équation det(M — AI,;) = 0.

Le théoréme suivant donne un lien entre les éléments propres d'un endomorphisme
et ceux de sa matrice dans une base fixée.

,—| Théoréeme 5.9.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et 28 une base de E. Soient
ue L(E) et M= Mxp(u). Alors
1. Sp(u) =Sp(M).

2. Soit A € Sp(u)(=Sp(M)) , x € E et X = Mg (x). Alors x est un vec-
teur propre de u associé a la valeur propre A si, et seulement si, X
est un vecteur propre de M associé a la méme valeur propre A.

\. J

I 15313 0] 4 11 L (1) 4 S

[Proposition 5.10.]

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u € £ (E). Soit A € sp(u),
x € Ey(u) et P € K[X]. Alors P(u)(x) = P(1)x, en particulier P(A) est une
valeur propre de P(u).
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CHAPITRE 1 : Eléments propres et polynémes d’endomorphismes

I 15310 10] 4 151 0 - L8 L) 4 S

Remarque: La version matricielle du résultat précédent;si M € 4, (K), X un vec-
teur propre de M associé a la valeur propre A et P € K[X]. Alors P(M)X = P(1) X.

Corollaire 5.11.

Soit E un espace vectoriel, u € £(E) et P € K[X]. Si P est un polynome
annulateur de u, alors toute valeur propre de u est une racine de P. En
d’autres termes

sp(u) < { les racines de P}

DEMONS At ON : ...t e e e

Remarque: Si P est un polynéme annulateur de u, il se peut que 'une des racines
de P ne soit pas une valeur propre de u, comme le montre ’exemple suivant: u =Idg
et P = X(X-1). Clairement P est annulateur de u. Mais 0 est une racine de P qui n’est
pas une valeur propre de u.

Corollaire 5.12.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u € £ (E) un endomor-
phisme nilpotent. Alors sp(u) = {0}.

I 25330103 4 1 i 1 (o) o U

1.6 Polynome caractéristique d’'un endomorphisme, d’'une
matrice

Définition 6.1.

Soit M € 4, (K). Le polynome caractéristique de M est le polynéme noté
x M a coefficients dans K défini par : yp(X) := det(M — XI,).

Exemples :

1. Le polyndme caractéristique de l'identité: ........... ...t

2. Soit M la matrice M = (z 2) EMO) e
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1.6 Polyndme caractéristique d’'un endomorphisme, d'une matrice

,—' Définition 6.2.

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € £(E). Le polynome ca-
ractéristique de u noté y, est le polyndome caractéristique des d’'une de
ses matrices dans une base de E (ce polynome ne dépend pas du choix de
cette base). Ainsi, si M est la matrice de u dans une base 9 de E, on a par
définition y, = Y M-

Remarque: (Pour lajustification de la définition précédente)
Soit E un espace vectoriel de dimension n, u € £(E), % et %' deux bases de E.
Notons M (respectivement M’) la matrice de u dans la base 2 (respectivement %').
Par la formule de changement de bases, il existe une matrice inversible P € .4, (K)
tel que

M=pPM'P!

On vérifie facilement que M — XI,, = P(M' — XI,)P~1, onadonc
v =det(M — X1I,,) =det(P(M' = XI,,)P™Y) =det(M' — XI,,)) =

Ce qui donne la consistance a la définition précédente.

[Proposition 6.3.J

Soit M € My (K).
1. ym est un polynéme de degré n et de coefficient dominant (—1)".
2. Le coefficient de X"~ de ypr est (—1)" " tr(M).

3. Le terme constant est det(M)

Remarque: On peutrésumer la proposition précédente dans la formule suivante :
Pour toute matrice M € /4, (K) ona:

X)) = (D" X"+ (D" (M X"+ .+ det(M)

,—' Théoréme 6.4.

1. Soit M € 4, (K). Les valeurs propres de M sont les racines de
dansK.

2. Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € £(E). Les valeurs
propres de u sont les racines de x,, dans K.

DEMONSIration s ..........oo. it s
Remarque: (Casd'une matrice triangulaire): ...................coooiiiiiiiiiiii,
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CHAPITRE 1 : Eléments propres et polynémes d’endomorphismes

[Proposition G.S.J

1. Soit M € 4, (K). Alors M posséde au plus n valeurs propres deux a
deux distinctes.

2. Soitue€ ZL(E) oit E est un espace vectoriel de dimension n. Alors u
possede au plus n valeurs propres deux a deux distinctes.

DeMONS At IO ... i s

[Proposition 6.6.J

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, u € £(E) et F un sous es-
pace vectoriel de E stable par u.

1. yup divise y .
2. SiG est un supplémentaire de F dans E (i.e E = F & G) et stable par
u, alors Yu = XupXuc-

DEMONS raAtiON & ... . . s

Définition 6.7.

On appelle ordre de multiplicité d'une valeur propre A (d'un endomor-
phisme ou matrice), et on note my, son ordre de multiplicité en tant que
racine du polynéme caractéristique.

Remarque: Pardéfinition de m,, ona my = max{keN/ (X—/l)k divise y,}.Ainsi,
un entier k < m; si, et seulement si, (X — Mk divise Yu-

Théoréme 6.8.

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € £(E). Soit A une valeur
propre de u et my, son ordre de multiplicité. Alors

1 <dim(Ey(w) < my

DeMONS rAtiON : ... . . i s

1.7 Theoreme de Cayley-Hamilton
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1.8 Sous espaces caractéristiques

,—[Théoréme 7.1. (Théoréeme de Cayley-Hamilton)}

1. Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € £(E). Alors
Yu(u) =0.
2. Soit M € My (K). Alors xpy(M) =0

En d'autres termes, le polynome caractéristique de u (respectivement de
M) annule u (respectivement M).

\ J

I 15300 0] 4 151 0 - L L0 4

Corollaire 7.2.

1. Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € £ (E). Alors m,
divise x ;.
2. Soit M € 4, (K). Alors 7wy divise ;.

DeMONS I aAtiON : .. . . e

Exemple: Soit A€ ./, (K) une matrice carrée d’ordre 2. On saitque ...............

[Proposition 7.3.]

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, u € £(E) et A € K. Alors
A est une valeur propre de u si, et seulement si, A est une racine de 7.
En d'autres termes, les valeurs propres de u sont les racines du polynomes
minimal .

DeMONS I AtiON : ... i e s

1.8 Sous espaces caractéristiques

,—' Définition 8.1.

Soit E un espace vectoriel de dimension n, u € Z(E) et A une valeur
propre de u de multiplicité my. On appelle sous espace caractéristique
de u associé a la valeur propre A qu'on note N, (u), le sous espace vectoriel

Ny (w) :=ker((u— Aldg)™)

Remarques :

1. Ny (u) est stable par u car les deux endomorphismes u et (- AIdg)™ com-
mutent.
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CHAPITRE 1 : Eléments propres et polynémes d’endomorphismes

2. Ej(u) € Ny(w).

Le lemme des noyaux donne le corollaire suivant :

Corollaire 8.2.

Les sous espaces caractéristiques associés a des valeurs propres deux a
deux distinctes sont en somme directe.

DEMONSIration: ... ..ot e
En combinant le lemme des noyaux avec le théoréme de Cayley-Hamilton, on ob-
tient le corollaire suivant :

Corollaire 8.3.

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € £(E). Si le polynéme
caractéristique de u est scindé, alors

E= @ N
AeSp(u)

De plus la projection de E sur chaque sous espace caractéristique N (u)
et parallelement au autres sous espaces caractéristiques est un polynome
enu.

Démonstration : Immeédiate.

Théoreme 8.4. (poly. cara. d'un endo. nilpotent)}

Soit E un K espace vectoriel de dimension n et u € £(E) un endomor-
phisme nilpotent. Alors
Xu= -n"x"

Démonstration : Montrons le résultat par récurrence surdimE=n=1. ...........
La propriété est ainsi prouvée par récurrence.

,—‘ Théoréme 8.5. } <

Soit E un espace vectoriel de dimension n et u € £(E). Soit A une valeur
propre de u.

1. dim(Ny () = m;.

2. Soit uy l'endomorphisme induit par u dans N (u). Alors

Xuy = (=1)™ (X = )™

15310 103 4 151 0 - 18 L) 4
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