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Structures algébriques : Groupes, anneaux et corps

Exercice 1

Soit G =]−1,1[. On définit une loi ∗ sur G par:

∀(x, y) ∈G2, x ∗ y = x + y

1+x y�� ��1. Justifier que ∗ est une loi de composition interne sur G .�� ��2. Montrer que (G ,∗) est un groupe.

Exercice 2

Soit G =R\ {1}. On définit une loi ∗ sur G par:

∀(x, y) ∈G2, x ∗ y = x + y −x y�� ��1. Justifier que ∗ est une loi de composition interne sur G .�� ��2. Montrer que (G ,∗) est un groupe.

Exercice 3

Soit G un groupe tel que pour tout x ∈ G , x2 = e. Montrer que G est un groupe
abélien (commutatif).

Exercice 4

On pose U= {z ∈ C |z| = 1} et pour n ∈N∗, Un = {z ∈ C /zn = 1}. Montrer que U et
Un sont des sous groupes de C∗ (muni de la multiplication).

Exercice 5

Soit G un groupe. Posons Z (G) = {x ∈G /∀y ∈G , x y = y x}.�� ��1. Montrer que Z (G) est un sous groupe de G .�� ��2. Montrer que Z (G) est commutatif.

Exercice 6

Soit G un groupe abelien (commutatif). Posons

H = {x ∈G /il existe n ∈N∗ tel que xn = e}

Montrer que H est un sous groupe de G .

Exercice 7

Soit G un groupe, K et H deux sous groupes de G . On suppose que H ∪K est un
sous groupe de G et que K 6⊆ H .�� ��1. Justifier qu’il existe k0 ∈ K tel que k0 6∈ H .�� ��2. Soit h ∈ H . Montrer que hk0 ∈ K .�� ��3. En déduire que H ⊆ K .

Exercice 8

Soit G un groupe, H et K deux sous groupes de G . On pose HK = {hk / h ∈ H , k ∈
K }.�� ��1. Montrer que si HK = K H alors HK est un sous groupe de G .�� ��2. Montrer que si HK est un sous groupe de G alors HK = K H .

Exercice 9

Soit G un groupe et g ∈G . On définit une loi sur G par x∗y = xg−1 y . Montrer que
(G ,∗) est un groupe.

Exercice 10

Soit G un groupe et H un sous groupe de G . Pour g ∈ G posons g H g−1 =
{g hg−1 / h ∈ H }. Montrer que g H g−1 est un sous groupe de G .
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Exercice 11

Soit G un groupe et H une partie finie non vide et stable pour la loi de G .�� ��1. Soit x ∈ H . Montrer qu’il existe N ∈N∗ tel que xN = e.�� ��2. Montrer que H est un sous groupe de G .

Exercice 12�� ��1. Soit n ∈N. Montrer que nZ est un sous groupe de Z.�� ��2. Soit H un sous groupe non nul de Z c’est-à-dire H 6= {0}.�� ��2.1 Montrer que H ∩N∗ admet un plus petit élément p.�� ��2.2 Montrer que H = pZ.

Exercice 13

Soit θ ∈R et f :Z→U l’application définie par f (n) = e i nθ.�� ��1. Montrer que f est un morphisme de groupes.�� ��2. Déterminer ker f .

Exercice 14

Soit G un groupe. Pour g ∈ G , posons ig : G → G définie pour tout x ∈ G par
ig (x) = g xg−1.�� ��1. Montrer que ig est un automorphisme de groupes.�� ��2. Soit ϕ : G → Aut(G) l’application définie par ϕ(g ) = ig .�� ��2.1 Montrer que ϕ est un morphisme de groupe.�� ��2.2 Déterminer le noyau de ϕ.

Exercice 15

Soit G un groupe et g : G →G définie par f (g ) = g−1.�� ��1. Montrer que f est bijective.�� ��2. Montrer que si G est abelien alors f est un morphisme de groupes.�� ��3. Montrer que G est abelien si, et seulement si, f est un morphisme de
groupes.

Exercice 16

Écrire les décompositions en cycles disjoints les permutations suivantes:�� ��1. σ= (1 3)(3 4 5 6 7)(2 7 8).�� ��2. σ=
(
1 2 3 4 5 6 7 8
2 8 5 4 6 7 1

)
.

Calculer les signatures des permutations précédentes.

Exercice 17�� ��1. Soit σ= (257). Calculer σ3.�� ��2. Soit σ ∈ Sn un p-cycle. Calculer σp .�� ��3. Soit σ,σ′ de cycles à supports disjoints. Montrer que σσ′ =σ′σ.�� ��4. Soit σ=
(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 4 3 7 8 5 1 6 10 9

)
. Calculer σ2021.

Exercice 18

On note An l’ensemble des éléments de Sn de signature positive..�� ��1. Montrer que An est un sous groupe de Sn .�� ��2. Soit σ ∈ Sn . Montrer que σAnσ
−1 = An .
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Exercice 19

Soit A un anneau tel que pour tout x ∈ A, x2 = x.�� ��1. Montrer que pour tout x ∈ A, x =−x.�� ��2. Montrer que A est commutatif.

Exercice 20

Soit A un anneau commutatif unitaire fini. Montrer que si A est intègre alors A
est un corps. Indication : considérer l’application x 7→ ax.

Exercice 21

Soit A un anneau unitaire et a,b ∈ A. On suppose que 1− ab est inversible et
notons α son inverse.�� ��1. Calculer (1−ba)(1−bαa).�� ��2. En déduire que 1−ba est inversible.

Exercice 22

Soit A un anneau unitaire. Un élément x ∈ A est dit nilpotent s’il existe n ∈N tel
que xn = 0.�� ��1. Soit (x, y) ∈ A2. Montrer que si x y est nilpotent alors y x.�� ��2. Soit (x, y) ∈ A2 tel que x y = y x. Montrer que si x et y sont nilpotent alors

x + y est nilpotent.�� ��3. Soit x ∈ A un élément nilpotent. Montrer que 1−a est inversible.

Exercice 23

Soit A un anneau commutatif unitaire. Soit I = {x ∈ A /x nilpotent}. Montrer que
I est un idéal de A. Indication: on pourra utiliser le résultat de la question 2 de
l’exercice précédent.

Exercice 24

On considère Z[
p

2] = {a +b
p

2}.�� ��1. Montrer que
p

2 6∈Q.�� ��2. Soit (a,b) ∈Z2 tel que a +b
p

2 = 0. Montrer que a = b = 0.�� ��3. Montrer que Z[
p

2] est un sous anneau (unitaire) de R.�� ��4. Soit h :Z[
p

2] →Z[
p

2] l’application définie par h(a +b
p

2) = a −b
p

2. Mon-
trer que h est un morphisme d’anneaux (unitaires).�� ��5. Soit (a,b) ∈Z2 et on suppose que z = a +b

p
2 ∈Z[

p
2] est inversible.�� ��5.1 Montrer que a −b

p
2 est inversible.�� ��5.2 En déduire que |a2 −2b2| = 1.�� ��6. Déterminer U (Z[

p
2]).

Exercice 25

On considère Z[i ] = {a + i b / a,b ∈Z}.�� ��1. Montrer que Z[i ] est un sous anneau de C.�� ��2. Déterminer U (Z[i ]).

Exercice 26

Montrer que Q[i ] = {a + i b / a,b ∈Q} est un sous corps de C.

Exercice 27�� ��1. Soit G un groupe fini de cardinal n et H un sous groupe de G .�� ��1.1 Soit x ∈G . Montrer que |xH | = |H |.�� ��1.2 Montrer que la relation binaire définie sur G par: xRy si, et seulement

si, x−1 y ∈ H , est une relation d’équivalence.
On note G/R = {x1, . . . , xr }.
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�� ��1.3 Montrer que pour tout x ∈G , x = xH .�� ��1.4 Montrer que |G| = |G/R||H |, en déduire que |H | divise |G|.�� ��1.5 Soit x ∈G . Montrer que xn = e.�� ��2. Pour n entier naturel ≥ 2, on pose ϕ(n) = |U (Z/nZ)|.�� ��2.1 Montrer que k ∈U (Z/nZ) si, et seulement si, k ∧n = 1.�� ��2.2 En déduire que ϕ(n) = |{k ∈ {1, . . . ,n} /k ∧n = 1}|.�� ��2.3 Montrer que si k ∧n = 1 alors kϕ(n) = 1 [n].�� ��2.4 Déterminer ϕ(n) lorsque n est premier.�� ��2.5 Montrer que si n est premier alors pour tout k ∈Z, kn = k [n].�� ��3. Soit n,m deux entiers ≥ 2 et premiers entre eux.�� ��3.1 Soit h : Z /nmZ→ Z /nZ×Z/mZ l’application définie par h(x) = (x, x).
Montrer que h est un isomorphisme d’anneaux.�� ��3.2 En déduire que les deux groupes multiplicatifs U (Z /nmZ) et U (Z /nZ×
Z/mZ) sont isomorphes.�� ��3.3 Montrer que que ϕ(nm) =ϕ(n)ϕ(m).�� ��4. Soit p un nombre premier et m un entier ≥ 1. Montrer que

ϕ(pm) = pm −pm−1

�� ��5. Soit n un entier naturel ≥ 2 et n =
r∏

k=1
p li

i sa décomposition en facteur pre-

miers. Montrer que

ϕ(n) = n
r∏

k=1

(
1− 1

pi

)

Exercice 28

Soit A un anneau commutatif unitaire dont les seuls idéaux sont {0} et A. Montrer
que A est un corps.

Exercice 29

Soit f : K → K ′ un morphisme de corps. Montrer que f est injectif.

Exercice 30

Soit K un corps commutatif fini.�� ��1. Résoudre dansK l’équation x2 = 1.�� ��2. Montrer que
∏

x∈K∗
x =−1.�� ��3. Soit p un nombre premier. Montrer que (p −1)! =−1[p].

Exercice 31�� ��1. Montrer que si H est un sous groupe deZ alors il existe n ∈N tel que H = nZ.
SoitK un corps commutatif.�� ��2. Montrer que l’application f : Z → K définie par f (n) = n1K est un mor-
phisme d’anneaux.�� ��3. En déduire qu’il existe p ∈N tel que ker f = pZ.�� ��4. Montrer que p est nombre premier ou nul.
On suppose que p est un nombre premier.�� ��5. Montrer que pour tout 1 ≤ k ≤ p −1, p divise C k

p .�� ��6. Montrer que l’application K → K définie ar x 7→ xp est un morphisme de
corps.
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