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Contole (Algebre 2)

Il sera tenu compte, dans I'appréciation des copies, de la
précision des raisonnements ainsi que la clarté de la
rédaction.

Corrigé

% Les propositions mathématiques sont recues comme vraies parce que personne n’'a inté-
rét qu’elles soient fausses.

Questions de Cours

Exercice 1 ( Question de cours)

Soit f: G — G’ un morphisme de groupes.

On note e respectivement €’ le neutre de G respectivement de G'. On rappel que ker f = {x€ G / f(x) =
eletimf={f(x)/ xeG}.

Ona f(e) = ¢ donc e € ker f. Soient x, y € ker f, on a

Cours

fay H=foo) t=eet=¢

Donc xy~! e ker f. Ainsiker f est un sous groupe de G.

Ona e’ = f(e), donc ¢ € Im f. Soient a,b € Im f alors ils existent x, y € G tels que a = f(x) et
b= f(y).0r
ab’'=fOF N = fly™

on abien ab™! € Im f. Par conséquent Im f est un sous groupe de G'.

Exercice 2
On considere les deux permutations de S7 :

67) ,(1234567)
5 T

4 “la 231756

Calcul de o0’ : On a (00”)(1) = 0(0’'(1)) = 0(4) = 7, de méme pour les autres éléments, on
obtient
ol 234567
716 2 4 35
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Décomposition de ¢ et ¢’ en produit de cycles disjoints :
0=(12)365@7 et d=0140576)

Les signatures de o et o’ : On rappel que la signature d’'un p-cycle est (—1)?~! et que ¢ (la
signature ) est un morphisme de groupes. En utilisant ces propriétés, on a
@) =¢e((1 2))e(B 6 5))e((4 N =(-x1x(-1)=1.
@) =€l 4)e((5 7 6)=-1.

Exercice 3 On considere Z[iv2] ={a+ibVv2/ a,be Z}.

Z[iv/2] est un sous anneau (unitaire ) de C : D’abord 0 = 0+ i.0.v/2 € Z[iV/2]. Soient x = a +
ibv2,y=c+idv2eZliv2]oua,bc,deZ;ona

xX—y= (@a-c)+ilb—d)V2
Ora—c,b—dEZonadoncx—yEZ[i\/E].Onaaussi
Xy = (ac—2bd)+i(ad+bc)\/§

et les deux éléments ac —2bd et ad + bc sont dans Z, donc xy € Z[iv/2]. Notons quel=1+
0.i.v/2 € Z[iv/2]. Donc Z[iV/2] est un sous anneau unitaire de C.

Siz=a+ibv2 ol a,beZ alors clairement z= a—ibv2=a+i(-b)v2 € Z[iV2].

Soit z € Z[iVv/2]. Si z est inversible dans Z[iv/2] alors il existe z' € Z[iv/2] tel que zz' = 1. Par
conséquent zz' = zz' = 1, par suite Z est un élément inversible dans Z[iv/2] dont I'inverse est
Z' (eZ[iv2)).
Si z est inversible, en utilisant un un méme raisonnement ( que précédemment), alors z = Zest
inversible.

Clairement 1 et —1 sont inversibles dans Z[iv/2]. Soit maintenant z = a + ibv/2 € Z[iv/2] (ol
a,b € Z) un élément inversible de Z[i\/2]. D’apreés le résultat précédent Z est aussi inversible.
Par conséquent a? + 2b? = zz est inversible dans Z[iv/2]. 1ls existent alors «, B € Z tels que
(@® +2b%)(a+iBV/5) = 1, en regardons les parties réelles, on a (a® + 2b%)a = 1. Puisque a? + 2b?
et a sont des entiers, il vient que a’+2b%* =1. Comme a et b sont des entiers, a = +1 et b= 0.
Autrement dit z=1 ou z = ~1. On en déduit alors que Z[iv/2] = {-1,1}.

Exercice 4 Soit G un groupe et H une partie finie non vide et stable pour la loi de G.

Si he Halors f(h) = ah € H car a, h € H et H stable. Lapplication f, est bien définie. Si h, h' €
H tels que f,(h) = f,(h') alors ah = ah', on compose a gauche par I'inverse de a on obtient
h = K'. Lapplication f, est donc injective. Puisque H est finie, I'application f, : H — H est
alors bijective.

Puisque a € H et f, surjective, il existe b € H tel que f,(b) = a autrement dit ab = a, donc
a'ab=a'acest-a-dire b=e. Ainsie=be H.

1l suffit de montrer que H est stable par passage a I'inverse ; c’est-a-dire si a € H alors a~! € H.
Soit a € H quelconque. En utilisant la surjectivité de 'application f; etle fait que e € H, il existe
a € Htel que fy(a') = edonca’a=e.Ainsia™! = a' € H.

PROBLEME

Autour du théoreme de Lagrange

Dans tout le probleme G est un groupe fini de cardinal n et g un élément de G.
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Premiére partie :
Cas abélien

On suppose dans cette partie que G est commutatif et on consideére 'application f: G — G définie
pour tout x € G par f(x) = gx.
Si f(x) = f(y) alors gx = gy par suite g"'gx = g~'gy, ainsi x = y. Lapplication f est donc
injective.
Soitze G.Ona g 'zeGet f(g~'2) = gg~'z=z. Il enrésulte alors que f est surjective.
Lapplication f est ala fois injective et surjective donc elle est bijective.

De la surjectivité de f il découle G = f(G) ={f(x) /xe G} ={gx /x€ G}

Du fait que les éléments gx avec g € G sont deux a deux distincts et G = {gx /x € G}, 'élément
[1ieg gx estle produit de tous les éléments de G, ainsi

[1gx=11x

xeG xeG

Puisque G est commutatif, [T e 8% = g% [Txeg * = 8" [11eq x. D'oll

g"[Tx=]]x

xeG xeG

Posons z =[] ¢ x. D’apres le résultat précédent ona g”z = z donc g" =e.
Deuxiéme partie :
Lagrange
Dans cette partie G est un groupe non nécessairement commutatif et H un sous groupe de G.
On définit sur G la relation binaire suivante : Pour tout (x, ) € G?, xZy < x 'ye H.

Soit x€ G.Ona x~'x = e€ H donc xZx. D’ot1 la réflexivité.
Soit x, y € G tels que xZy, c’est-a-dire x 'y e H.Onay 'x=(x"'y)"!,or x"'y e Het H sous
groupe de G, on a donc (x~'y)~! € H autrement dit y~'x € H. Par conséquent yZx. La relation
Z est symétrique.
Soient x, y, z € G tels que xZy et yZz c'est-a-dire xy~! € Het yz~! € H. Clairement

xy_1 = (xy_l) (yz_l) eH
——

€H €eH

car H sous groupe de G. Ainsi xZz. D’ou la transitivité de Z.
Soit x € G.

{y(—:G/x%y}:{yEG/x_ly(—:H}
= {y(—:G/EIh(—:Htelquex_ly=h}
= {yeG/3heHtelquey=xh}
= xH

%I
Il

Notons d’abord que |H| = |xH| (I'application & — xh réalise une bijection de H dans xH). La
famille (x;);<i<, forme une partition de G, donc

IGl=|x1l+ ...+ x| =|x1H|+...+ |x;H| = |H|+...+ |H| =r|H|

Découle de I'égalité |G| = r| H|.
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Troisiéme partie :
Cas non commutatif

Dans cette partie H = {gk lkeZ)}.

Onae=g’e H. Soient x,y € H. Ils existent k,l € Z tels que x = g€ et y=gl. Ona xy™! =

gkg!=gklork-leZonadoncxy'eH.

On considére I'ensemble suivant A = {k € N* /g¥ = ¢}. 1l s’agit de démontrer que A admet un
plus petit élément. Or A est une partie de N, il suffit alors de démontrer qu’il est non vide.
Puisque H est fini, ils existent au moins deux entiers distincts k et k' tels que g~ = gk/. On a
k< k' ou k' < k.Dansle cas k> k/, ona g¥~% = e et k— k’ € N*, dansl'autre casona g¥ % = ¢
et k' — k € N*. Autrement dit, 'un des deux entiers k — k' ou k' — k appartient a A. Ainsi A est
non vide.

Clairement {e, g,...,g”_l} C H. Réciproquement, soit x € H. Il existe k € Z tel que x = gk. En
effectuant la division euclidienne de k par p il existe (q,r) € ZxNtelsque k=pg+ret0<r<
p -1, mais alors x = g¢ = gP9g" = (gP)9g" = g" car g’ = e. Donc x = g" € {e,g,...,g" "} car
Osr=p-1

Ona |H| = p carles éléments ¢, g, ..., g"’_1 sont deux a deux distincts; en effet, si g" = g” "avec
r # r’ sont des éléments de {0, 1,..., p—1}. Sans perte de généralité on peut supposer que r < r’.
Dans ce cas g" T = e mais par un encadrement simple on a 0 < r' — r < p, ce qui contredit la
minimalité de p. On en déduit que p = |H|.
D’apres le résultat de la question 8, p = | H| divise |G| = n.

D’apres le résultat de la question précédente, il existe d € N tel que n = pd, donc
gn = gpd = (gp)d = ed =e

D’otu le résultat.
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