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Avant-propos

Ce cahier-cours (version %-cours) est destiné aux étudiants de premiere année de la

licence d’éducation d’enseignement des mathématiques de 1’école normale supé-
rieure de Feés. Il propose un cours non complet (sans démonstrations) de structures
algébriques (groupes, anneaux, polynomes et fractions rationnelles ) correspondant
au programme de la filiere. Les champs pointés, correspondent aux détails ( généra-
lement les démonstrations et des exemples), font I'objet des séances du cours et ils
seront complétés au fur et a mesure.
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Chapitre 1

Structures usuelles

1.1 Loi de composition interne

Définition 1.1.

Soit G un ensemble non vide. On appelle loi de composition interne sur G
toute application * : G x G — G. Limage d’'un couple (x, y) sera noté x * y
et il est dit le composé de x par y.

Exemples :

1. Laddition + et la multiplication x sont des lois de compositions internes sur
N,Z, Q,RetC.

2. Soit X un ensembles : 'intersection N , I'union U et la différence symétrique
A sont des lois de compositions internes sur 2 (X).

3. La multiplication est une loi de composition interne sur N, Z, Q, Ret C.

Définition 1.2.

Soit (G, *) un ensemble muni d'une loi de composition interne et A une
partie de G. On dit que A est stable par la loi * si : pour tous x,y € A,
x*yeA.

Exemples :



1.1 Loi de composition interne

[Déﬁnition 1.3. (loi induite)]

Soit (G, *) un ensemble muni d'une loi de composition interne et A une
partie stable de G, l'application restreinte Ax A— A; (a,b) — ax* b définie
une loi de composition interne sur A, dite la loi induite sur A par *.

ExXemple : ..o

Définition 1.4.

Soit (G, *) un ensemble muni d’'une loi de composition interne.

1. La loi * est dite commutative sur G si: pour tous X,y € G; x* y =
¥ *X.

2. La loi = est dite associative si : pour tous x,y,2 € G; (x * y) *x z =
X * (y*2).

Exemples :
1. Laddition + et la multiplication X SONt .........cc.iviiuieiiiiieiiinieineenn..
2. Lasoustraction est une loi de composition intenre sur........................

Notation : Soit (G, *) un ensemble muni d'une loi de composition interne. Si * est
associative et x, y,z € G, I'élément (x * y) *x 2= x* (y * 2) senote x * y * z.

1.1.1 Eléments particuliers

Définition 1.5.

Soit (G, *) un ensemble muni d’'une loi de composition interne. On dit que
e € G est un élément neutre de (G, *) si: pourtousx€ G; x*e=e* X = X.

[Proposition 1.6. (Unicité de I’élément neutre)]

Soit (G, *) un ensemble muni d’'une loi de composition interne. Si (G, *)
possede un élément neutre, alors celui-ci est unique.

DEmMONSIIaAtiON & .. .. . e

Exemples :
1. 0eStleNeULIE de .. vviieii e e

2. 1 eStleneUIIE de .. .oi i e
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CHAPITRE 1 : Structures usuelles

3. Soit X un ensemble. Lensemble vide @ estleneutre ..........................
4. Soit Xunensemble. ...

Définition 1.7.

Soit (G, *) un ensemble muni d'une loi de composition interne. On dit
que (G, *) est un monoide, lorsque la loi * est associative et posséde un
élément neutre.

5 G111 1) U N

Définition 1.8.

Soit (G, *) un monoide de neutre e. Un élément x de G est dit symétrisable,
lorsqu'il existe x' € G tel que x % x' = x' x x = e.

[Proposition 1.9. (et déﬁnition)J

Soit (G, *) un monoide de neutre e et x € G. Alors x est symétrisable si et
seulement s'il existe un unique x' € G tel que x * x' = x' x x = e. Si Cest le
cas, l'élément x' est appelé le symétrique de x et se note sym(x) ; ainsi :

X *sym(x) =sym(x) *x=e
DEmMONSIIAtiON & .. ... it e e

2l 101 1) (=

[Proposition 1.10.]

Soit (G, *) un monoideet x,y € G.
1. Si x est symétrisable, alors sym(x) est symétrisable et on a
sym(sym(x)) = x.
2. Si x et y sont symétrisables, alors x = y est symétrisable et on a
sym(x * y) = sym(y) * sym(x).

DEMONSIIAtION & ..ottt e e et e e

1.1.2 Itéré d’un élément

Soit (G, *) un monoide de neutre ¢, et x un élémentde G :

On pose x* = eetpour n > 1,
a'=axa" '=axax...xa
—_—
n-fois
ENS-Fes e Mohamed Aqalmoun
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1.1 Loi de composition interne

[Proposition 1.1 1.]

Soit (G, *) un monoide de neutree, et x € G.
1. Pourtousp,qeNona; xP = x9=xP*49,

2. Pourtous p,qeNona; (xP)9=xPq.

DEMONSIIatioON & .. ... i e e

Soit (G, *) un monoide de neutre e, et x un élément symétrisable de G, pour n €
Z\N, on pose x" = (sym(x))~", alors pour tous p,g€ Zona:
xP*9 = xP x x9, (xP)9 = xP9 , xP est symétrisable et sym(x”) = x~P.
Notation additive et multiplicative :

1 Un monoide est dit noté additivement (respectivement multiplicativement)
si sa loi est noté par + (respectivement x).

= En notations additive, on utilise les conventions suivantes :
v' Le neutre de (G, +) se note 0g ou1 0.

v' Le symétrique d'un élément x (lorsqu’il existe) se note —x, dit 'opposé de
X.

v’ Litéré d’ordre n de x se note nx.

n
v Le composé xi + Xz *...+ X, se note y_ x;.
i=0

1 En notation multiplicative, on utilise les conventions suivantes :
v' Le neutre de (G, x) se note 1 ou 1.

v Le symétrique d’'un élément x (lorsqu'il existe) se note x~! dit linverse de
X.

v' Litéré d’ordre n de x se note x".

n
v Le composé x; x xp *... x x, se note [ [ x;.
i=0

1.1.3 Loi produit

Définition 1.12.

Soient (G, *) et (G',.) deux ensembles muni de deux lois de compositions
internes. On définit sur G x G' une loi de composition interne T en posant
pour tous (x,¥),(x',y) € Gx G, (x,) T (X, y) = (xx X, y.y"), la loi ainsi
définie est dite la loi produit.
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CHAPITRE 1 : Structures usuelles

[Proposition 1.13.]

Soient (G, *), (G',.) deux monoides de neutres respectivement e et e'. No-
tons par T la loi produite. Alors (G x G', T) est un monoide de neutre (e, e').

DEMONSIIAtION & ... ... ittt s

1.2 Groupes

1.2.1 Définitions et exemples

Définition 2.1.

Soit (G, *) un ensemble muni d'une loi de composition interne. On dit
que (G, =) est un groupe si (G, *) est un monoide et tout élément de G est
symétrisable.

Remarque: Dire que (G, *) est un groupe signifie que :
1. x estassociative; Vx,y,z€ G, x* (y*2) =(x* y) * 2,

2. Gpossede un élément neutre pourlaloi *;3ec Gtelque Vx e G, xxe=exx =
xr

3. Tout élément de G est symétrisable; Vx € G, 3x' € Gtelque xx x' = x' x x = e.

EXemPles : ..o

Définition 2.2.

Un groupe (G, *) est dit abélien ou commutatif, lorsque la loi * est com-
mutative.

Définition 2.3.

Un groupe (G, *) est dit fini, lorsque 'ensemble G est fini, son cardinal est
dit l'ordre du groupe et se note O(G) ou ord(G) ou |G|.

ENS-Fes @ Mohamed Aqalmoun
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1.2 Groupes

1.2.2 Groupe produit

[Théoréme 2.4. (et déﬁnition)]

Soient (Gy, *), (G,.) deux groupes. Alors Gy x G, muni de la loi produite
est un groupe, dit le groupe produit de (Gy, *) et (G, .).

DEmMONSIIatioON & .. ... i e e

1.2.3 Sous-groupes

Définition 2.5.

Soit (G, *) un groupe, H une partie de G. On dit que H est un sous groupe
de G, si on a les deux propriétés suivantes :

1. H est une partie stable de G,

2. H muni de la loi induite est un groupe.

EXemIPle t o e

Théoréme 2.6.

Soit H une partie d’'un groupe (G, ). Les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

1. H est un sous groupe de (G, *),
2. Hnonvide, etVx,ye H,x+y€ H etsym(x) € H.

DEmMONSIIatiON & ... .

Théoréeme 2.7.

Soit H une partie d’'un groupe (G, %), on a équivalence entre :
1. H est un sous groupe de G,

2. H nonvide, etVx,ye G;x*sym(y) € H.

DeMONSIIAtION ¢ ...t e e s

[Théoréme 2.8. (Sous groupe de Z)]

Les sous groupe de Z sont les partie de la forme nZ ot n € N.

DEmMONSIIatiON & .. ... i
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CHAPITRE 1 : Structures usuelles

[Proposition 2.9.)

Soit G un groupe et (H;) jc; une famille de sous groupes de G. AlorsN;er H;
est un sous groupe de G. En particulier l'intersection de deux sous groupes
est un sous groupe.

DEMONSIIAtION & ...ttt e e e s

Remarque: Lunion de deux souS-groupes .............ooeeeuiiiiinieennneennneennn.

1.3 Morphisme de groupes

Définition 3.1.

Soient (G, x) , (G',.) deux groupes et f : G — G' une application. On dit
que [ est un morphisme de groupes si; pour tous x,y € G, ona f(x * y) =

f&x).fy.

2l 10 1) (=

Propriétés 3.2.

Soit f : G — G' un morphisme de groupes. Alors
1. f(e) = ¢, oite (respectivement €') est le neutre de G (respectivement
G).
2. Pourtoutx€ G, f(x 1) = f(x)~ L

DEmMONSIIAtiON & .. ... i e

[Proposition 3.3.]

Soit f : G — G' un morphisme de groupes.
1. Si H est un sous groupe de G alors f (H) est un sous groupe de G'.

2. SiK estun sous groupe de G' alors f = (K) est un sous groupe de G.

DEMONSIIAtION & .. ...ttt e e e

Définition 3.4.

Soit f : G — G' un morphisme de groupes.

1. Lensemble f~'({e}) est un sous groupe de G appelé le noyau de f

ENS-Fes @ Mohamed Aqalmoun
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1.3 Morphisme de groupes

et se noteker f.

2. Lensemble f(G) est un sous groupe de G' appelé image de [ et se
notelm f.

Remarque: Soit f: G — G’ un morphisme de groupes.
1. ker f =
2. Imf =

Proposition 3.5.]

Soit f : G — G' un morphisme de groupes.
1. f injectif si, et seulement si, ker f = {e}.

2. f estsurjectif si, et seulement si,Im f = G'.

Démonstration :

Définition 3.6.

On dit que f : G — G’ est un isomorphisme de groupes si f est un mor-
phisme de groupes bijectif.

EXeIIPle t . e

Proposition 3.7.]

Soit f : G — G' un isomorphisme de groupes. Alors f~' : G' — G est aussi
un morphisme de groupes.

DEMONSIIAtION ¢ ...ttt e e e s

Définition 3.8.

Un endomorphisme de G est un morphisme de G dans lui méme.
Un automorphisme de G est un endomorphisme de G qui est bijectif.
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CHAPITRE 1 : Structures usuelles

1.4 Groupe symétrique

[Théoréme et définition 4.1 ]

Soit X un ensemble non vide. Lensemble des applications bijectives de
X vers X muni de la composition des applications est un groupe appelé
groupe symétrique de X et se note S(X). Un élément de S(X) est appelé
une permutation de X.

Notations : pour n = 1, on note S, le groupe symétrique de X ={1,2,...,n}.Sic € S,

aveco (i) = a; alorscrsenote1 2 .oon ainsio = ) 27 n
It a ax ... ap) o)) 0@ ... o)

Remarque: S, estfiniet Card(S,) = n!.

Exemple: So et 83 oo e

Exml'Sit—123456t’— 2 3 4 5 6

emple: SORG=13 ¢ 2 5 4 1)%9 7|5 2 6 4 3 1

T 00 e

O

Définition 4.2.

Soitn = 2. Une transposition de S,, est une permutationde S,, qui échange
deux éléments distincts de [1, n] et en fixant les autres éléments.

Soit (i, j) € [1,1? aveci # j. La transposition qui échange i et j se noteti;.
Elle est définiepar:7;;(i)=jett;j(j)=iett;j(k) =k, Vk¢{i,j}

[Proposition 4.3.J

Soitt € S,, une transosition. Alorst> =Id et 7! = 1.

DEMONSIIAtION & ... . ittt e e e

Définition 4.4.

Soit 0 € S,. On appelle support de o l'ensemble supp(o) = {k €
[1,n] /o(k) # k}.

B PleS & o
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1.4 Groupe symétrique

Définition 4.5.

Soito € S,. On dit que o est un p-cycle s'ils existent iy, ..., i, deux a deux
distincts tels quesupp(0) = {i1,..., ip}, pourtout1 < k < p—1, 0 (i) = ixs1

eto(ip) = i1. Dans ce cas o senoteo = (i1 Iz ... ip).
1 2 4
Exemple: DansSg: 0= 3 9 j 6 g g ; ? ..............................

Proposition 4.6.}

Tout p-cycle est le produit de p — 1 transpositions.

DeMONSIIAtION ¢ ... .ttt e

Théoréme 4.7.

Toute permutation est le produit de cycles a supports disjoints donc pro-
duit de transpositions.

Exemple: Décomosition en cycles disjoints............c...ooiiiiiiiiiiiiiiiii...

Définition 4.8.

Soito € S;,. La signature de o est le nombre notée(ao) défini par

et0) = [ 2=
i<j 71

Remarque : Pour o € S, €(0) € {—1,1}. En effet on a {o(1),...,0(n)} = {1,...,n},
donc

Théoreme 4.9.

La signature est un morphisme de groupes de Sy, dans ({—1,1}, x). Autre-
ment dite(oo’) = e(a)e(a).

ENS-Fes @ Mohamed Aqalmoun
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CHAPITRE 1 : Structures usuelles

[Proposition 4.10.]

1. Pour toute transposition T, €(t) = —1.

2. Pour tout p-cyclea, e(0) = (— 1P L

EXeMIPle t o e

1.5 Anneaux et corps

1.5.1 Anneaux et sous anneaux

Définition 5.1.

Soit A un ensemble muni de deux lois de compositions internes + et x.
On dit que le triplet (A, +, x) est un anneau si :

e (A, +) est un groupe abélien (de neutre0 ).

o La multiplication x est associative.

o x est distributive par rapport d + c’est-a-dire; pour tous a, b, c € A,
(a+b)xc=axc+bxcetax(b+c)=axb+axc.

Si de plus la loi x est commutative, on dit que (A, +, x) est un anneau
commutatif.

Si x admet un neutre, on dit que A est unitaire.

Exemples :

Propriétés 5.2.

Soit A un anneau.
1. Pourtoutac A, a.0=0.a=0,
2. Pourtousa,be A, (—a)b=a(-b)=—ab,

3. Pourtousa,b,ce A, a(b—c)=ab-bc et(a—b)c=ac— bc.

DEMONSIIAtION & ...ttt et e e aaas

[Proposition 5.3.J

Soit A un anneau a,b € A tels que ab = ba et n € N*.
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1.5 Anneaux et corps

" n
1. (a+b)"= Z akp"k,
k=0 k

n
2. a"-b"=(a-b) (Z akb"_l_k).
k=0

Démonstration : Par récurrence sur n.

Définition 5.4.

Soit A un anneau et B une partie de A. On dit que B est un sous anneau
de A si

1. (B, +) est un sous groupe de (A, +).
2. B est stable par la multiplication c’est-a-direVa,b € B, ab € B.

Si de plus A est unitaire et 1 € B, on dit que B est un sous anneau unitaire
de A.

Remarque: une partie non vide B est un sous anneau (unitaire ) de A si, et seule-
mentsi, Vx,ye B,x—yeBetxyeB (etl€B).

Définition 5.5.

Soit A un anneau commutatif unitaire. On dit que A est integre s’il est non
nul et pour tout x,ye A, xy=0=>x=00uy=0.

2l 111 1) (P

1.5.2 Groupe des unités

Définition 5.6.

Soit A un anneau unitaire. On dit que x € A est inversible, s'il existe y € A
telquexy=yx=1.

Exemple:

ENS-Fes @ Mohamed Agalmoun
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CHAPITRE 1 : Structures usuelles

Proposition 5.7.}

Soit A un anneau unitaire et x € A. Alors x est inversible si et seulement s’il
existe un unique y € A tel que xy = yx = 1. Lélément y s'appelle l'inverse
de x et se note x~ L.

DEMONS I AtION & .. . it e e e e

Proposition 5.8.}
Soit A un anneau unitaire. L'ensemble des éléments inversibles dans A est
un groupe pour la multiplication, appelé groupe des unités de A et se note
U(A).

EXemPle : o

1.5.3 Corps

Définition 5.9.

Un corps est un anneau unitaire A dans lequel tout élément non nul est
inversible cest-a-dire U(A) = A\ {0}. Un corps est dit commutatif si la
multiplication est commutative.

553111 1) U

Définition 5.10.

Soit K un corps. On dit que L est un sous corps de K si L est un sous anneau
unitaire de K et pour tout élément non nul x € L, xlel.

1.5.4 Idéaux

,—| Définition 5.11. } -

Soit A un anneau commutatif unitaire et I une partie de A. On dit que I
est un idéal de A si

1. (I,+) est un sous groupe de (A, +),
2. Vae A,Vxel,axel.

ENS-Fes @ Mohamed Aqalmoun
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1.5 Anneaux et corps

2] 11 1) (3 P

[Proposition 5.12.]

Soit A un anneau commutatif unitaire.

1. Lintersection d'une famille quelconque d’idéaux de A est un idéal
de A.

2. Silet] sontdesidéauxde AalorsI+]:={i+j/iel,je]}estun
idéal de A.

DEMONSIIAtION & ... . e e e

1.5.5 Morphismes d’anneaux

Définition 5.13.

Soient A et B deux anneaux unitaires et f : A — B une application. On
dit que f est un morphisme danneaux (unitaires) si pour tout x,y € A,
fa+N=f+f, f&y)=fOfy e fl)=1.

Définition 5.14.

Soit f : A — B un morphisme d'anneaux. Le noyau de f est I'ensemble
ker f={xe A/f(x) =0} . Limage de f est 'ensembleIm f = f(A).

[Proposition 5.15.]

Si f : A— B est un morphisme d'anneaux alorsker f est un idéal de A et
Im f est un sous anneau de B.

Démonstration :

1.5.6 Anneau Z/n”Z

Soit n € Z. On considere sur Z la relation binaire R;, suivante : Pour x, y € Z, xR,y si,
et seulement si, n divise y — x.

On vérifie facilement que R, est une relation d’équivalence sur Z. On note Z/nZ
I'ensemble quotient Z/R,,. Notons que Z/nZ = 0,1,....,n—-1} = {% /0<k=<n-1}.
On définit sur Z/nZ deux lois de composition internes par : Pour tout X,y € Z/nZ,
X+y=x+yetxxy=xy.

Ces deux lois sont bien définies, en effet; si ¥ = x’ et J = ' alors n divise x — x’
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CHAPITRE 1 : Structures usuelles

et y— ¥/, autrement dit ils existent k,l € Z tels que x = x' + kn et y = y' + In, donc
x+y=x+y'+(k+Dnetxy=x"y +(ky' +1x'+kin)n,ainsix+y=x"+ y' etxy = x'y'.

Proposition 5.16.]

(Z/nZ,+, x) est un anneau commautatif et unitaire (d'unité1).

Démonstration :

Théoreme 5.17.

Un élément m de Z/ nZ est inversible si, et seulement si, mAn=1.

Démonstration :

Théoréeme 5.18.

Lanneau Z/nZ est un corps si, et seulement si, n est premier.

Démonstration :
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